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On considére le comportement d’un couplage en série de deux systémes guidables en fonction des
propriétés particuliéres de ces systémes et de leur rapport mutual. Des systémes deconsidérés ont
une representation par des séries d’exponentielles. Donc une généralisation des résultats de
Papproximation de Miintz-Szasz est applicable.

1. Introduction

La plupart des systémes guidables considérés dans la littérature sur le contrdle
dans les espaces de dimension infinie est réalisée soit par les semigroupes abstraits
soit par des équations aux dérivées partielles ou des équations avec retard, donc
toujours dans un cadre plus ou moins explicite de semigroupes d’opérateurs.

Nous examinerons ici les propriétés des systémes obtenus aprés couplage de
deux systémes traditionnels (notamment le couplage en série) (voir [9]). On peut
s’imaginer facilement la situation suivante.

Exemple 1. Afin d’estimer la distribution de température d’une grosse barre
de métal isolé M, on introduit un fil de fer isolé m, de maniére & ce qu'un bout de
fil soit attaché a la barre et qu’un autre serve aux observations extérieures:

M
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* L’article écrit & 'Université de Bordeaux I, Talence.
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La présence du petit fil m n’affecte pas le processus de la chaleur de A, on a donc
les relations:

ou _ ou ou(0) ou(l) =

5t ox*’ ox ox : ()
ulx,)=uy(x), xeM,

ow 2(52w

P Yem w (@, t)=u(v,1),

Yy ( 3

5 0, z(@®=w(,1).
Notre tiche est de pouvoir estimer la répartition de la température sur M d’aprés
la connaissance de z (+), de telle fagcon que I'application

z(-)-u(x,T) @
soit continue.

Voila la situation générale: un systéme observé, {H,, S, (¢), =0} composé
d’un semigroupe d’opérateurs sur un espace de Hilbert X, et d’un observateur
H, (dom H,—Y) évolue, partant d’un état initial x,.

(Dans I'exemple 1 la trejectoire observée du premier systéme est u (v,t)). La
trajectoire observée H, S, (+) x, entre dans un autre systéme:

{Hy, Sy (1), By, =0} ®)

par 'intermédiaire de 'opérateur B, (Y>dom B, P X 1, ou Xy est ’espace de Hil-
bert, d’évolution du semigroupe S, (¢)).

(Dans notre exemple I'opérateur B,, c’est un opérateur (non borné) des condi-
tions aux limites).

La réponse du systéme (5) mélangé avec son évolution intérieure S, (-) x,
est observée par un observateur H, (X, >dom H,— W). Nous décrivons le compor-
tement discernable du systéme couplé:

W(t):H1S1(t)x1+H1fsl(l")’)Bl H, S, (y) x, dy 6

et nous donnons un schéma graphique:
X1 X2

w(-)e”—{ Si() Y S, () |- )

La formule (6) définit Uoperatur d’observation C, qui & chaque couple (xy, x,) €
€ X; x X, associe une observation w (-) dans un certain espace d’observations
F(0,7). Nous voyons qu’on considére ici des solutions généralisées.

L’opérateur d’observabilité C; pour le systeme (5) est donnée usuellement par

Cixi=H; S (+) x; ®
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pareil pour Pautre systéme et 'opérateur de contrble de (5) est défini

Dy f= [ S(t—1 B f () dy. | ©)

C’est un lieu convenable de rappeler des définitions diverses d’observabilité.
Définition 1 [3, 6, 13]. Soit C un operateur d’observation

C:Y-Z

ou Y et Z deux espaces de Hilbert.
a. Nous disons, que le processus décrit par C, est démélable, si C est injectif

Ker C={0}. (10)
b. Le processus est observable (initialement) si C posséde I'inversion continue:
x| <K |Cx]] . (11

c. Le processus est observable finalement, si
lxrll=1IS (T) x| <K [|Cx]|. (12)

Il faut faire ici plusieurs remarques.

D’abord les mots ,,démélable” et ,,démélabilité” sont choisis pour traduire
,,distinguishability” [3, 13]. =

Les propriétés a-c ont leurs analogues duals dans la contrdlabilité [4, 6, 18]
qui seront présentés au fur et a mesure des besoins.

Enfin, le probléme posé dans I’exemple 1 est de type c, observabilité finale
(comparez [1, 2, 11]).

Une autre notion de la théorie du contrdle, qui apparaitra ensuite, est la fonction
transfer.

Ayant donné ua systéme {H, S (¢), B, t =0} on définit la fonction sur le plan
complexe:

T () x=H%® (), A) Bx. (13)
On a
T (A) x=f exp (—Ar) HS (¢) Bx dt . (13"

(Cette fonction est toujours bien définie quand H et B sont bornés [7"] et Re 1 assez
grand). ,
Définition 2. La fonction 7' (1) est une fonction transfer du systéme

{H, S (t),B,1>0}.

La théorie de dualité [6, 18] nous permettra d’aborder simultanément les prob-
Iéms de contrdlabilité d’un systéme dual a (6), (7). Calculons 1'operateur dual
C* 3 (6) (avec le remplacement de ¢ par 7—¢). Comme C agit sur X; x X, et admet
les valeurs dans F (0, 7T) (lequel pour des raisons de simplicité nous spécifions
d’étre: L2(0, T; W), alors C*:L*(0, T, W*) »X; x X;.
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On a

T

fw(t)f(T—t)dt:ff(T—t)H1 S, (7) x, dt+

+[ FT-0 ([ 5.0-0 B H: S ) x )t (19

(Nous rappellons que w (7) f(T—¢) représente la forme bilinéaire canonique
sur Wx W*; la méme convention dans la suite).
Le premier terme de la droite est égal a

ST HE 70 ) x4 (15)
fl )

et le second (au moins formellement)

F

[ ay [ 850 H; B} S} (=) Hy f(T—1) dt (x)=

0

= [ S;) BB} [ i) HIf(T-Ddt(x).  (16)

En introduisant z=7—¢ on transforme l'intégrale intérieure de (16)

Ty

f SH(T—y—z) H* f(2) dz. ‘ (17)

0

Alors le systéme dual admet une interprétation suivante:
Nous appliquons le ‘contréle f dans le systéme (dual a (6)):

dy,/dt=A1y +H f, y:1(0)=0. (18)
La solution de (18) observée par Bj entre dans le systéme (dual a C):
dyz/dt=A§y2+H§ny1, y2(0)=0,

ol y, est une solution de (18). L’espace d’états (y;, y,) est X; x X,. Voila le schéma
du nouveau couplage:

BY HY

7 S0 | | 510 |- (19)

Dans les problémes des équations aux derivées partielles on utilise le théoréme
de la divergence afin d’obtenir d’une maniére classique [6, 13] 'opérateur dual
4 C. Les liaisons entre les systémes (6) et (16) restent essentiellement les mémes.

L’introduction d’espaces de Hilbert dans certaines définitions démasque notre
intention de considérer ici des systémes spéciaux. En effet, on considére le cas ou
des semigroupes involus ont une représentation spectrale atomique, plus précisé-
ment: les valeurs propres 4, sont simples et les vecteurs propres ¢, orthogonaux
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(et forment systéme total). Ceci est le cas de I’équation de la diffusion et 'équation
de 'onde de dimension un.

Un outil efficace sera celui de I'approximation d’exponentiels [8, 10, 16] a la-
quelle nous procédons ensuite.

2. Quelques lemmes sur I’approximation de Miintz-Szasz

On considére une suite de nombres complexes (différents)

{Antn (20y
et une suite de fonctions
{exp A, t, texp 4, t} ' (21)

dans F («, f), 0<a<f. F(a, f) dénote un des espaces C [o, f], L? (o, ), 1<p<oo.
Le but de ce paragraphe est de démontrer I'indépendance forte de (21) et d’éstimer
les distances entre les fonctions (21) sous des hypothéses convenables sur (20).

Nous disons que Pensemble des vecteurs {¢,} dans Pespace de Banach X est
[ee]

Jfortement indépendant si la condition 2 ¢, p»=0 entraine ¢,=0 pour tout n.
n=1 .
Fixons un élément ¢, et considérons S, I'enveloppe linéaire fermée de {¢,}, -
Si aucun ¢, n’appartient & Sy, {@,} forme un ensemble fortement indépendant,
ce qu'on déduit du théoréme de Hahn-Banach.
Nous dénotons la distance dist (¢, S;) par J,. Afin de monirer que ¢, ¢ S; il
faut et il suffit de trouver une forme linéaire continue /4, avec la propriété:

h(p)#0 et h(p)=0 pour n#k. (22)

Lemme 1. Aucune fonction de (21) n’appartient a enveloppe linéaire fermée
des autres si

= 1 .
Z ‘M—ni"<oo (C)

, 1 '
Lemme 2. Si 2 Tl diverge, les ensembles {exp 4, ¢} et {fexp 4,1} engendrent

tout Pespace (I'enveloppe linéaire fermée est égale a ’espace entier).
Le Lemme 2 vient directement du théoréme 6.1 et de la remarque qui le suit
[10] tandis que le Lemme 1 exige des modifications de raisonnement dans [10].
Avant de procéder a la démonstration directe du Lemme 1, construisons une
classe de fonctions entiéres satisfaisantes de certaines hypothéses désirables (voir

[10]): "
Gio(@D)=224, (=) ” ( 1 +%> exp (—ioz) ” cos (&,2). (23)

(k) 72\2
Le signe [] dénote une modification suivante de produit: le terme (1+7)
' n

est effacé et §’il y a p tels que —4, est dans la sphére de rayon p/2 (p>0) autour
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22 2 z 2
J4 on remplace le terme (H— 7 ) par (1 - ) . (Le but de cette modification
2 4

sera expliqué a P’occasion de la démonstration du Lemme 3, & venir).

Q0
Le terme H cos (g, z), avec ¢,>0, 2 &, <oo, rassure le type exponentiel y arbi-
n n=1
traire de la fonction (23) ainsi que sa sommabilité sur ’axe réel. Le terme exp —ioz
nous permettra d’appliquer le théoréme de Paley-Wiener avec le support assymé-
trique (o —y=ua, o+ y=p) de I'inverse de Fourier de (23). Enfin une fonction entiére
(k)
A, ensemble avec [ [ servir a preétablir des zéeros de Gy, et de sa dérivée.
n

Nous observons d’abord que Gy, (id,)=0 pour n#k. La construction de
[ cos (e, z) nous donne une certaine liberté pour éviter la situation ott [ ] cose, (id,) =

n

n
=0 [10]. Nous choisirons 4, de fagon que A;(i4)#0. On aura donc

G (iX,)=0 pour n#k (24)
€t
Gio (ide) #0. 25

Il est aussi évident que la dérivée DGy, s’annule pour tout z=il,, n#k.
Le définition de A, ((29) et (31)) donnera

DGy (iA,)=0  pour tout n. (26)
Récrivons (23) Gy (z2)=4,(2)- Hy(2); donc aprés une dérivation
DGkO ZDAk Hk+Ak DHk. (27)
D’aprés (25) il faut que
A (i) #0,  H(id)#0. (28
Si DH, (i4)=0 nous posons
z 2
Ak(z)z(l—.—) +1 29
idy

et (24)—(26) sont vérifiés.
Si DH, (i)#0, la condition que (27) soit zéro donne

Hy (ik)

4= o @

DA, (i%) (30)

ou
A (i) =ED A (ide) 5
il suffit de poser
z2 2E
Ak(z)=—~+1+7i—. (€2Y)

iz

Maintenant nous introduisons la seconde classe de fonctions

72 ) 721\2
Gp—z" | I°t— —| exp (—ioz €08 (&,2) :
(1427 [[(1+57) exp(~io2) @ 2) (32)
k n n n
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On s’apergoit immédiatement que

Gy (i2,)=0  pour tout n, (33)
DGy, (i\)=0, n#k, (34)
DG, (il)#0. (35)

Démonstration du Lemme 1. D’aprés les résultats de [10] (Théoréeme 4.1
et paragraphe 7) nous somme autorisés a appliquer le théoréme de Paley-Wiener [12]

B
Gro (@)= [ exp (—izt) guo (1) dt (36)

ol gro€ C®[e, f]. La formule de dérivation de la transformée de Fourier [15]
permet d’écrire

i (d/d2) Gyo (2)=iDGyo (z)= f t exp (—izt) gio(t) dt. (37)
B
Les relations (24)—(26) se traduisent en
B
[exp Gut) gro@ dt,  n#k, 4
B
[ exp (ke t) guo (1) dt 20, (25"
B .
f texp (A, £) geo (£) dt=0  pour tout n (26")

et définissent une fonctionelle de type (22) pour chaque exp 4, ¢ et pour tous les
espaces F («, f).

Les considérations analogues sont valables pour G,; et pour une fonction g,
correspondante a 7 exp A 1.

Lemme 3. Si la suite {4,} vérifie les conditions:

|Re 4,|=6 |4,] pour grands n, (38)
|[An—AwlZZp [n—m]| quels que soient n et m, 39)
% 1 (40)
o0,
PR

Alors les distances d,q et d,; correspondantes a exp (A £) et ¢ exp (4, ¢) diminuent
moins vite que exp (—é [Re A).
Démonstration. La fonction g, satisfait a

8
|Gro (P4 = f exp (A 1) ko (2) dt|<Jo SUP [gro (£)] - 41)
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Nous savons ([10], p. 32) que les fonctions d’une variable réelle u peuvent étre
estimées uniformément pour k assez grand:

|Gro ()| < Ho (u) (42)

ou H (u) est intégrable sur (—oo, c0).
On applique la transformée inverse de Fourier:

&ro (?) =% f Gy (u) exp (itu) dt (43)
et on estime e
s1t1p |g%o (t)|<—217 f H, (u) du= M, pour grands k. 44y
Alors -
o> 1G] s)

et Papplication directe des Lemmes 7.2 et 7.3 de [10] donne

dozexp (—e |Re A4) (46)
(k)
pour k—co. (Dans le Lemme 7.2 on utilise la modification de [| que nous avions.
annoncée).
Pour g;; on obtient

] |

DGy (i) =| [ 1 exp (1) ges (1) dt <P s ) 7
o § 5
et aussi
1 oo B

g1 0=57 | Guw exp () a, (48

1 o0
sup g ()l <=— f H, () dt=M, pour grands k. (49)

. 2nf
Finalement

Or1zexp (—¢& [Re 44). (46"

3. Démélabilité du couplage

Le processus {H,, S; (¢), B;} admet les valeurs propres {4,} et les vecteurs.
propres (orthogonaux) {¢,}.
Etant donnée la valeur initiale

oo

xi= D) & n. (50)

n=1
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Le semigroupe opeére de la fagon suivante

X (t)= D) caexp (du t) g (51)

les opérateurs H, et B; ne sont que les formes linéaires (pas nécessairement continues),
nous donnons donc une représentation formelle par les séries (pas nécessairement
convergentes).

Hl = _21 hfll) Pn s Bl = Z: bi,l) ¢n . (52)

Le processus {H,, S, (t)} a des valeurs propres {u,}, des vecteurs propres ¥,
et on a

Xp= Y dnm, Hy= D KDy, (53)

m
la seconde série peut &tre formelle.
La trajectoire observée est de la forme

(o0]

H, S,(0) 2= Y KD dy exp (s 1). (54)

n=1

La spécification admise, ensemble avec (6) donnent

w(T)= Z e, D exp (A, (1)) + f [f DB exp (A, (T— t))] x

n=1 0 n=1

x( 5} W2 d, exp (tm t)) dt. (59)

m=1

Il est raisonnable et souvent justifié de supposer que les deux séries dans (55)
convergent dans L? (0, T). Alors l'intégrale réalise le produit scalaire dans cet
espace et on obtient, grice a la continuité de produit

oo

w(T)= Z cn H exp A, T+

n=1
¥

+ 3 S EPEO DA, [ exp (A(T—1)) exp (1) di. . (56)

n=1 m=1 (0]
De I’autre c6té la convolution de deux fonctions de L? (0, T) est dans L? (0, T') [15]
Dénotons par I les A, qui sont égaux a quelque u, et par y l'identité de I

dans {z,}-
Theoréme 1. Le systéme couplé (6), (7) est démelable, si:
(i) les systémes composants sont démélables;

0

B 1 Zy i ‘
@ 2T +2 ] 2 57

n=1
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(iii) le systéme (5) est controlable approximativement sur lin {g,}:
ner

lin {g,} =R(D,) (58)

nel
ol D; a été défini dans (9);
(iv)  la fonction transfer du premier systéme (5) ne s’annule pas sur le spectre
du second
T:(u,)#0 quel que soit mé¢y () (59)

Démonstration. L’intégrale dans (56) peut admettre deux formes
Texpl, T pour: nel et m=y(n) (60)

exp A, T—exp p, T
ln — HUm

pour les autres n et m.

L’hypothése (ii) nous permet d’utiliser le Lemme 1. En appliquant les formes
biorthogonales a 'égalité w (7)=0 nous trouvons une suite de conditions impli-
quées par le Lemme 1

o A2d,
O+ pOpD N T g T 61

e IO +h b 4{ gy pour n ¢ (61)
KRB NS dyy=0  pour nel, (62)

X p) p(M
K d, 2 2Tm—0  pour m¢ y(I), (63)

— Loy — Hn

) FD D
6D+ HD B Z i KB dyy ¥ ———=0 pour nel. (64)
RE }'n — U = )"k — Hymy

k¥n
Pour prouver la démélabilité il faut montrer que ces conditions entrainent

¢,=0, d,=0 quels que soient m et n.
iy XEPPACY

An_:um
n=1
KD £0, car le systéme {H,, S, (f)} est démélable, donc d,,=0 pour me y (I') (63).
Les hypotheses (i), (iii) et (62) assurent que d,,=0 pour tout m. Alors les formules
(61) et (62) donnent ¢, K"=0, quel que soit n. Rappelons encore la supposition
(i) afin d’obtenir ¢,=0 pour tout n.

11 est facile de voir que 7 ()= #0 par Phypothése (iv). Tout

Remarque 1. Dans les cas des opérateurs H et B bornés la convergence de la
série dans (63), qui décrit la fonction de transfer est une conséquence de (13).

Si H et B sont des opérateurs d’observation et de contréle aux limites, la con-
vergence vient du théoréme de Mercer [17]. En effet les nombres 5%, A" sont des
valeurs des fonctions propres de (5).

Remarque 2. Pour les systémes qui vérifient (ii) les conditions (i), (iii) et (iv)
sont aussi nécessaires de la démélabilité de (6).
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4. Observabilité finale

On se pose une question, si la trajectoire observée (56) définit d’une maniére
continue I’état final S, (T) x, du processus {H,, S, (#)}. On utilise une estimation
grossiére:

152 (T) x| =

0 [[ jee]
D dyyym P (1 T) “ < Z_Z (| exp (Re 1, T). (65)

m=1

Afin de garantir la démélabilité on admet les hypothéses du Théoréme 1 et bien
entendu, des suppositions sur u,, pour que S, (7) soit un semigroupe fortement continu.
Comme conséquence on a

Re Hm— —0CC.

Soit &, un élément de (21) et J; la distance correspondante (22). Nous dénotons
par a; le coefficient correspondant & &, dans w (z) (formule (56)). Le coefficient «;
est compris comme une série de tous les coefficients de &, parce que &, peut se
répéter infiniment. Il est clair que la distance J, est égale a 1/l|g;/| ot g, est une forme
biorthogonale a (21) correspondante a ¢,. Alors

Lpetalis iy
il =llgx (W)ll<— Iwl.- (66)
E
Cette formule est valable pour toutes les topologies considérées dans le para-

graphe 2.
Si&=exp unt pour m¢y(I') on obtient de (56) (comparez (63)):

I < il (67)

O [H] 1T (1))
De TIautre c6té, si m est dans y ('), on a (comparez avec (62))
1

| < 3, KD [HD] [pD)] wli ol n=y (m). (63)

I en résulte une majoration

‘ » 2 exp Re u,, T’ 2 exp Re o, T
.‘|S2 (T) l21|< 5m ]h(2)| |T1 (,um)l + én(n) ih(Z) hﬁ,l)bg,l)i HWH < (69)

mé v (I) nel 7(m)

Il est donc clair que le systéme (6) est finalement observable si la série dans (69)
converge (voir [1] et [10]).

Example 2. Retournons au systéme couplé de 'exemple 1, et supposons que
« n’est pas rationnel. En ce cas, la formule (69) se simplifie en gardant seulement
la premiére série.

Faisons ici une petite déviation et rappelons que ’équation de la chaleur obéit
4 la loi du temps critique ([1], [2]), c’est & dire qu’il existe un temps positif T, qui
divise un domaine d’observabilité finale (7> T7,) et un domaine sans cette propriété
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(T<T,). Dans l'exemple 1 le temps critique du premier composant M (1) est dé-
pendent du point d’observation v. Est-il possible d’obtenir un temps raccoursi
aprés l'observation du systéme original par l'intermédiaire d’un systéme auxi-
liaire m?

Dans les situations raisonnables de poit de vue pratique il n’y a pas d’espoir
d’économiser le temps d’observation. En effet la trajectoire (56) dépend de la tra-
Jectoire observée de M d’une fagon continue.

Il nous reste & nous contenter de dériver facilement la formule

log [0 AP T (ty)]
e i - G

(70)

qui définit le temps aprés lequel on a I'observabilité finale et de nous préoccuper
que la présence de J,, et T (u,,) ne change pas le temps critique pour M.
Exemple 3. On considére toujours I'exemple 1 avec o« rationnel ici. On est
dans les hypothéses du Lemme 3 et immitant Uargument de [1] et [2] on peut trou-
ver la formule de temps critique
log (1K1 1T (1))

max ( —lim inf , —lim inf log |h§/?3) S bf.l)l) ]
me y(I) |.um| Her

Exemple 4. Un processus de la chaleur admet une solution de la forme

u(t)= Z Cohy €Xp Ay 8
n=1

ol {c,} sont des coefficients de I’état initial y, et &, des coefficients de I'observateur
{par rapport aux fonctions propres).

L’énergie thermique de u se transforme a I’énergie mécanique et en effet u
contrdle une équation de I'onde ‘

?wlot=0*wlox*, 0<t<l, 0<x<l,
wx, 0)=we(x), Iw/dt(x,0=0, w(,t)=u(r),
ow (0, t)/ox=0.

On observe les vibrations w (0, #). Le systéme couplé avec les états initiaux
(¥o, wo) Nest pas démélable dans L? (0, 1), car un propre choix de w, peut compenser
des effects de chaque u grice a Iexpression

oo

w (0, )= 2 (Wo)pcos mnt+w (t), 0<t<l
n=1
ou y représente des effets de u.
On a donc une situation, ol un couplage de deux systémes (observable finale-
ment et observable initialement) donne un systéme, qui n’est pas démélable (voir [14]).
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5. Controlabilité

Rappelons des définitions de contrélabilité ([3], [6]): nous disons que le systéme
(19) est approximativement contrdlable si I'image de C* est dense dans X; x X;.
Si 'image de C* est tout ’espace le systeme (19) est dit contrdlable.

Théoréme 2. Supposons que les systémes composants sont contrdlables
approximativement (i*) et que les hypothéses suivantes sont vérifiées:

- 1 & O 1
ii <o,
B e

(iii*) la partie lim {p,} du systéme (I8) est démélable,

ner

(iv*) Ti(uw)#0 pour m¢y (I).

Alors le systéme (19) est approximativement contrdlable.

Démonstration. Le systéme couplé est contrdlable approximativement si
et seulement si (6) est démélable [6, 18].

Le Théoréme 1 donne des conditions suffisantes de démélabilité. Pour les mémes
raisons de dualité (i) équivaut a (i*).

La fonction transfer du systéme dual, c’est un opérateur adjoint a T, et les
valeurs propres nouvelles sont des nombres adjoints aux anciennes. On a donc les
conditions (ii*) et (iv*). Pour établir I’équivalence de (iii) et (iii*), observons que
R (Cy)>lin {p,} c’est le méme que Ker C;Nlin {p,}*={0}.

Exemple 5. Considérons le systéeme dual de celui de I’exemple 3. On se donne
une valeur initiale de S} (+) (19) et on essaie de contréler cette valeur & zéro en uti-
lisant, par exemple les contrdles de L. Par I'intermédiaire des résultats de dualité
[3, 6] la formule (71) donne le temps critique de contrélabilité a 1’origine.

Bibliographie

1. DoLEckI S., Observability for the one-dimensional heat equation. Stud. Math. 48 (1973)
291-205.

2. DoLEckI S., Observability for regular processes J. Math. Anal. Appl. (4 paraitre).

3. DoreckI S., Duality of various notions of controllability and observability. Proc. Int. Conf.
on Diff. Eq’ns, Un. South. Calif.

4. DoLECKI S., A classification of controllability concepts for infinite-dimensional linear systems.
This journal (& paraitre).

5. DoreckI S., Bounded controlling seguences, lover stability and certain penalty procedures.
Appl. Math. Opt. (a paraitre).

6. DoLeckT S., RusseLL D. L., A general theory of observation and control (a paraitre).

7. DunrorD N., SCHWARTZ J., Linear operators. Pt. 1. New York 1958.

8. Fatrorint H. O., RusseLL D: L., Uniform bounds on biorthogonal functions for real expo-
nentials with an application to the control theory of parabolic equations. Quart. Appl. Math.
32 (1974) 45-69.

9. FUHRMANN P., On series and parallel coupling of a class of discrete time infinite dimensional
systems SIAM J. Contr. 14 (1976).




34 3 - S. DOLECKI

10. LuxemMBURG W. A. J., KOREVAAR J., Entire functions and Miintz-Szdsz type approximation.
Trans. AMS 157 (1971) 23-37.

11. Mizgr V. J., SEipMAN T. 1., Observation and prediction for the heat equation. J. Math. Anal.
Appl. 28 (1969) 303-312. _

12. Parey R. E. A. C., WEENER N., Fourier transforms in the complex domain. 4MS (Providence)
19 (1934). ;

13. RusserL D. L., A umﬁeld boundary value controllability theory for hyperbolic and parabolic
partial differential equations: St. Appl. Math. 52 (1973) 189-211.

14. RusseLL D. L., Boundary value controllability of wave and heat processes in star—complemented
regions. Proc. Conf. Diff. Games and Control Th., Kingston, R. J. 1973.

15. StEIN E. G., WEiss G., Introduction of Fourier analysis on Euclidean space. Princeton 1971.

16. ScawarTz L., Etude des sommes d’exponentielles. Paris 1959.

17. Tricomr F. G., Integral equations. New York 1957.

18. TrigGiaNI R., Extensions of rank condition for controllability and observability to Banach
spaces and unbounded operators SIAM J. Contr. 14 (1976).

Regu Avril 1975

rr e

Sterowalno$¢ i obserwowalnos¢ szeregowych polaczen ukladéw

Rozwazono zachowanie sie szeregowego polaczenia dwu (nieskoficzenie wymiarowych) ukia-
dow sterowania zaleznie od wiasnosci poszczegdlnych ukladéw i ich wzajemnych powigzan.

Badane uklady mozna opisa¢ za pomoca szeregow. wykladniczych. Dlatego adaptacja i uogol-
nienie pewnych wynikéw z aproksymacji Muntza—Szésza umozliwia danie odpowiedzi na posta-
wione pytania.

VipapaseMocTs H HaGI012eMOCTE NOCJIE0BATEIbHBIX
coeHpeHnii cucTeM '

PaccMaTpHBaeTCsl HOBENCHWE IIOCHENOBATENHHOIO COSOMHEHHS IBYX (GECKOHEMHOMEPHBIX)
CHCTEM YIpPaBJICHUSA B 3aBUCUMOCTH OT CBOMCTB OTACIBbHBIX CHUCTEM M HUX B3aWMOCBS3€EH. I/ICCHC"
ZIyeMBIe CHCTEMBI MOXHO OIHCATh B BAIE IOKA3aTEIbHBIX PSNOB. BIaromapsi 5TOMY alamnTAIlds
1 06OOLIeHHe HEKOTOPHIX DE3yNbTATOB TEOPHH ANNPOKCHMAIMA IO3BONSAET IONYYHTH DEIICHHE
TIOCTaHOBJICHHOH 3a1a4u.




