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On considere le comportement d'un couplage en serie de deux systemes guidables en fonction des 
proprietes particulieres de ces systemes et de leur rapport mutual. Des systemes deconsideres ont 
une representation par des series d'exponentielles. Done une generalisation des resultats de 
]'approximation de Mtintz-Szasz est applicable. 

1. Introduction 

La plupart des systemes guidables considen!s dans la litterature sur le contr6le 
dans les espaces de dimension infinie est realisee soit par les semigroupes abstraits 
soit par des equations aux derivees partielles ou des equations avec retard, done 
toujours dans un cadre plus ou moins explicite de semigroupes d'operateurs . 

Nous examinerons ici les proprietes des systemes obtenus apres couplage de 
deux systemes traditionnels (notamment le couplage en serie) (voir [9]). On peut 
s'imaginer facilement la situation suivante·. 

Exemple 1. Afin d'estimer la distribution de temperature d'une grosse barre 
de metal isole M, on introduit un fil de fer isole m, de maniere a ce qu'un bout de 
fil soit attache a la barre et qu'un autre serve aux observations exterieures: 

M ·---------------------,------------· o· 

• 2 

V 

m 

* L'articl(> ecrit a l'Universite de Bordeaux I, Talence. 
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La presence du petit fil m n'affecte pas le processus de la chaleur de M, on a done 
les relations: 

Ju b2 u 
- --
15t Jxz ' 

Ju (0) Ju (1) 
- - = --= 0 

Jx Jx ' l (2) 

u (x, 0) = u0 (x), x EM, 

Jw J 2 w 
Tt =az JyZ ' 

Jw(2, t) 
by =0, 

yE m, w (v, t)=u (v, t), l 
z(t)=w(2,t). 

(3) 

Notre tache est de pouvoir estimer la repartition de la temperature sur M d'apres 
la connaissance de z ( • ), de telle fa<;on que I' application 

z (· )~u (x, T) (4) 

soit continue. 
Voila la situation generate : un systeme observe, {H2 , S2 (t), t;?!=O} compose 

d'un semigroupe d'operateurs sur un espace de Hilbert X 2 et d'un observateur 
Hz (dom Hz~Y) evolue, partant d'un etat initial Xz. 

(Dans l'exemple 1 la trejectoire observee du premier systeme est u (v, t)). La 
trajectoire observee H 2 S2 (·) x 2 entre dans un autre systeme: 

(5) 

par l'intermediaire de l'operateur B1 (Y=> dom B1 ...!!..!-+ X1 , ou X1 est l'espace de Hil
bert, d'~volution du semigroupe sl (t)). 

(Dans notre exemple l'operateur B1 , c'est un operateur (non borne) des condi
tions aux limites). 

La reponse du systeme (5) melange avec son evolution interieure s 1 (.) X 1 

est observee par un observateur H 1 (X2 =>do m H 1 ~ W). No us decrivons le compor
tement discernable du systeme couple: 

t 

w (t)=H1 S 1 (t) x1 +H1 J S 1 (t- y) B1 H 2 S2 (y) x2 dy 
0 

et no us donnons un schema graphique: 

(6) 

(7) 

La formule (6) definit l'operatur d'observation C, qui a chaque couple (xl> Xz) E 

E X1 x X2 associe une observation w ( ·) dans un certain espace d' observations 
F (0, T). Nous voyons qu'on considere ici des solutions generalisees. 

L'operateur d'observabilite C1 pour le systeme (5) est donnee usuellement par 

(8) 
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pareil pour l'autre systeme et l'operateur de controle de (5) est defini 

t 

D1 f= J S1 (t- y) B1 f(y) dy . (9) 
0 

C'est un lieu convenable de rappeler des definitions diverses d'observabilite. 
Definition 1 [3, 6, 13]. Soit C un operateur d'observation 

C:Y~z 

ou Y et Z deux espaces de Hilbert. 
a. Nous disons, que le processus decrit par C, est demelable, si C est injectif 

Ker C={O}. (10) 

b. Le processus est observable (initialement) si C possede !'inversion continue: 

llxll ~K IICxll. (11) 

c. Le processus est observable finalement, si 

llxrll = liS (T) xl l ~ K IICxll . (12) 

Il faut faire ici plusieurs remarques. 
D'abord les mots ,demelable" et ,demelabilite" sont choisis pour traduire 

,distinguishability" [3, 13]. 
Les proprietes a-c ont leurs analogues duals dans la controlabilite [4, 6, 18] 

qui seront presentes au fur et a mesure des besoins. 
Enfin, le probleme pose dans l'exemple 1 est de type c, observabilite finale 

(couiparez [1, 2, 11]). 
Une autre notion de la theorie du controle, qui apparaitra ensuite, est la fouction 

transfer. 
Ayant donne un systeme {H, S (t), B, t ~0} on definit la fonction sur le plan 

complexe: 
T (A.) x=H fJll (A., A) Bx. (13) 

Ori a 
00 

T(A.) x= J exp ( - A.t) HS (t) Bx dt. (13 ') 
0 

(Cette fonction est toujours bien definie quand H et B sont bornes [7"] et Re A. assez 
grand). , 

Definition 2. La fonction T(A.) est une fonction transfer du systeme 

{H, S (t), B, t ~0}. 

La theorie de dualite [6, 18] nous permettra d'aborder simultanement les prob
lems de controlabilite d'un systeme dual a (6), (7). Calculous l'operateur dual 
C* a (6) (avec le remplacement de t par T- t). Comme c agit sur xl X x2 et admet 
les valeurs dans F (0, T) (lequel pour des raisons de simplicite no us specifions 
d'etre: £2 (0, T; W), alors C*: £2 (0, T, W*) ~ x; x x;. 
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On a 

T T 

J w (t)f(T- t) dt = J f(T - t) H 1 S1 (t) x1 dt+ 
0 0 

(14) 

(Nous rappellons que w (t)f(T- t) represente la forme bilineaire canonique 
sur Wx W*; la meme convention dans la suite). 

Le premier terme de la droite est egal a 

(/ s:cr- t)H1*f(t)dt)x1 
·0 

(15) 

et le second (au moins formellement) 

T T 

J dy J S~(y)H;B;s;(t-y)H;f(T- t)dt(x2) = 
0 

T T 

= J S~(y)H;B; J s;(t - y)H;f(T-t)dt(x2 ). (16) 
0 

En introduisant z = T- t on transforme l'integrale interieure de (16) 

T-y 

J s; (T- y- z) H* f(z) dz. (17) 
0 

Alors le systeme dual admet une interpretation suivante: 
Nous appliquons le contr6le f dans le sysU:me (dual a (6)): 

Yt (0)=0. (18) 

La solution de (18) observee par B: entre dans_le systeme (dual a C): 

Y2 (0)=0, 

ou Y1 est une solution de (18). L'espace d'etats (y 1 , Y2) est x; x x;. Voila le schema 
du nouveau couplage: 

(19) 

Dans les problemes des eqyations aux derivees partielles on utilise le theoreme 
de la divergence afin d'obtenir d'une · maniere classique [6, 13) l'operateur dual 
a ·C. Les liaisons entre les systemes (6) et (16) restent essentiellement les rnemes. 

L'introduction d'espaces de Hilbert dan:s certaines definitions demasque notre 
intention de considerer ici des systemes speciaux. En effet, on considere le cas ou 
des semigroupes involus ont une representation spectrale atomique, plus precise
ment: les valeurs propres An sont simples et les vecteurs propres tp" orthogonaux 
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(et forment sysU:me total). Ceci est le cas de !'equation de la diffusion et !'equation 
de l'onde de dimension un. 

Un outil efficace sera celui de !'approximation d'exponentiels [8, 10, 16] a la-· 
quelle nous procedons ensuite. 

2. Quelques Jemmes sur !'approximation de Miintz-8zasz 

On considere une suite de nombres complexes (differents) 

{A,}, (20) 
et une suite de fonctions 

{exp A., t, t exp A., t} (21) 

dans F(rx, {J), O<rx<fJ. F(rx, fJ) denote un des espaces C [rx, fJ], U (rx, {J), 1~p<=. 
Le but de ce paragraphe est de demontrer l'independance forte de (21) et d'estimer 

les distances entre les fonctions (21) sous des hypotheses convenables sur (20). 
Nous disons que I' ensemble des vecteurs { rp11 } dans l'espace de Banach X est 

00 

fortement independant si la condition ].; c, rp11 = 0 entraine c, = 0 pour tout n .. 
n=l 

Fixons un element rpk et considerons Sk> l'enveloppe lineaire fermee de { rp,},#· 
Si aucun rpk n'appartient a Sk, { rp,} forme un ensemble fortement independant, 

ce qu'on deduit du theoreme de Hahn-Banach. 
Nous denotons la distance dist (rpb Sk) par <5k. Afin de montrer que fi?k ~ Sk il 

fa ut et il suffit de trouver une forme lineaire continue hk avec la propriete: 

(22} 

Lemme 1. Aucune fonction de (21) n'appartient a l'enveloppe lineaire fermee 
des autres si 

I . 
IT-1 <=. 
I 11 

(c) 

Lemme 2. Si 
1 . 

.}; IAJ diverge, les ensembles {exp A., t} et {t exp .?., t} engendrent 

tout l'espace (l'enveloppe lineaire fermee est egale a l'espace entier). 
Le Lemme 2 vient directement du theoreme 6.1 et de la remarque qui le suit 

[10] tandis que le Lemme 1 exige des modifications de raisonnement dans [10]. 
Avant de proceder a la demonstration directe du Lemme 1, construisons une 

classe de fonctions entieres satisfaisantes de certaines hypotheses desirables (voir 
[10]): 

(23} 

Le signe fj denote une modification suivante de produit: le terme ( 1 + ~: )
2 

11 

est efface et s'il y a p tels que - J.P est dans la sphere de rayon p/2 (p > 0) autour 
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.Ak on remplace le terme ( 1 + ;P
2

2 

) 

2 

par ( 1 - i~p ) 
2

• (Le but de cette modification 

sera explique a !'occasion de la demonstration du Lemme 3, a venir) . 
00 

Le terme n cos (en z), avec e.>O, 2.: ell<=, rassure le type exponentiel y arbi-
n n=l 

traire de la fonction (23) ainsi que sa sommabilite sur l'axe reel. Le terme exp -iCJz 
nous permettra d'appliquer le theoreme de Paley- Wiener avec le support assyme
trique (CJ - y= IX, CJ + y= fJ) de l'inverse de Fourier de (23). Enfin une fonction entiere 

(k) 

Ak ensemble avec n servir a preetablir des z6eros de Gko et de sa derivee. 
11 

Nous observons d'abord que Gko (iA..)=O pour n#k. La construction de 
TI cos (ell z) no us donne une certaine liberte pour eviter la situation ou n cos en (iAk) = 

n n 

= 0 [10]. Nous choisirons Ak de far;on que Ak(i.A.k)#O. On aura done 

et 
GkO (iA.,.)=O pour n#k 

Il est aussi evident que la derivee DGko s'annule pour tout z = iA."' n#k. 
Le definition de Ak ((29) et (31)) donnera 

DGko (iA11) = 0 pour tout n. 

Recrivons (23) Gk0 (z) = Ak(z)·Hk(z); done apres une derivation 

DGko =DAk Hk + Ak DHk. 

D'apres (25) il faut que 

Ak (iA.k) #0, Hk (iA.k)#O. 

Si DHk(iA.k) = O nous posons 

Ak(z)=( 1- i~J
2 

+ 1 

et (24)- (26) sont verifies . 
Si DHk(iA.k)#O, la condition que (27) soit zero donne 

Hk (i.A.k) 
Ak (i.A.k) = - DHk (iA.k) DAk (iA.k) 

·OU 

il suffit de poser 
z2 2~ 

Ak(z) = 12 +1+-;2 . 
/1.k Ak 

Maintenant nous introduisons la seconde classe de fonctions 

( 
zz ) (k) ( 22 )2 

Gkl = z1 1+ ,1,; IJ 1 + ;,y exp ( - iCJz) IJ cos (e11 z). 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 
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On s'aper9oit iJ11mediatemen t que 

DGk 1 (iAn) = O, n¥-k, 

DGkl (iAk) -:/-0. 

27 

(33) 

(34) 

(35) 

Demonstration du Lemme 1. D'apn!s les resultats de [10] (Th6oreme 4.1 
et paragraphe 7) nous somme autorises a appliquer le th6oreme de Paley-Wiener [12] 

{1 

Gko (z) = J exp ( - izt) gk0 (t) dt (36) 

ou gk0 E cco [o:, ,8]. La formule de derivation de la transformee de Fourier [15] 
permet d'ecrire 

" 
i (d/dz) Gko (z) = iDGko (z) = J t exp ( - izt) gk0 (t) dt. (37) 

(J 

Les relations (24)-(26) se traduisent en 

(J 

J exp (An t) gko (t) dt, n-:1-k, (24') 

" 
(J 

J exp (Ak t) gko (t) dt#O, (25') 

" 
/3 

J t exp (Ant) gk0 (t) dt = O pour tout n (26') 

" 
et definissent une fonctionelle de type (22) pour chaque exp Ak t et pour tous les 
espaces F (o:, ,8). 

Les considerations analogues sont valables pour Gk1 et pour une fonction gu 

correspondante a t exp Ak t. 

Lemme 3. Si la suite {An} verifie les conditions: 

IAn - Am l ~p ln-m l quels que soient n et m, 

CO 1 

.2: IAnl <oo. 
n= 1 

(38) 

(39) 

(40) 

Alors 1es distances t\0 et Jk1 correspondantes a exp (Ak t) et t exp (Ak t) diminuent 
moins vite que exp ( -s IRe Jckl). 

Demonstration. La fonction gkO satisfait a 

(41) 
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Nous savons ([10], p . 32) gue les fonctions d'une variable reelle u peuvent etre 
estimees uniformement pour k assez grand: 

IGko (u) l ~Ho (u) 

ou H (u) est integrable sur ( -oo, oo). 
On applique la transformee inverse de Fourier: 

1 00 

gk0 (t)=l; J Gko(u)exp(itu)dt 
-00 

et on estime 
00 

s~p lgko(t) l ~ ;n J H 0 (u) du = M 0 pour grands k. 
- 00 

Alors 
I 

<>ko;3 Mo IGk(iJ.k) l 

et !'application directe . des Lemmes 7.2 et 7.3 de [10] donne 

<>ko;3exp ( -B IRe J.kl) 
(k) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45} 

(46) 

pour k-+oo. (Dans le Lemme 7.2 on utilise la modification de fl que nous avions 
annoncee). 

Pour gk1 on obtient 

IDGk1 (iJ.k) l =I! t exp (J.k t) gkl (t ) dt I ~ ,8Jk1 s~p lgkl (t) i (47)-

et aussi 
00 

gkt (t) = L J Gk 1 (u) exp (itu) dt, (48} 
- 00 

1 et:) 

s~p lgkl (t) l ~ 2n,B J H1 (t) dt=M1 pour grands k. (49} 
-00 

Finalement 
(46} 

3. Demelabilite du couplage 

Le processus {H1 , S 1 (t), Bt} admet les valeurs propres {J.n} et les vecteurs 
propres (orthogonaux) { IPn}· 

Etant donnee la valeur initiale 
00 

xl = ..2.: Cn IPn. (50). 
n=l 
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Le semigroupe opere de la fa9on suivante 

x (t)=}; C11 exp (A." t) (JJ11 (51) 

les operateurs H 1 et B1 ne sont que les formes lineaires (pas necessairement continues), 
nous donnons done une representation formelle par Ies series (pas necessairement 
convergentes). 

00 00 

H - "h(1) 
1- LJ n (JJn • B1 =}; b~1 l rp,.. (52) 

n= 1 11= 1 

Le processus {H2 , S2 (t)} a des valeurs propres {.um}, des vecteurs propres If/m 

et on a 

la seconde serie peut etre formelle. 

H - ~h(2) 
2- LJ m If/m 

m 

La trajectoire observee est de la forme 

00 

H 2 S 2 (t) x 2 = _2; h~;l dm exp (Pm t). 
' n == 1 

La specification admise, ensemble avec (6) donnent 

w(T)= ~ C11 h~1lexp(A.11 (T))+ [[,~ h~1 )b~1 lexp(A.11 (T-t))] x 

(53) 

(54) 

x ( ~~~ h:?;) dm exp (Jlm t)) dt. (55) 

II est raisonnable et souvent justifie de supposer que les deux series dans (55) 
convergent dans L 2 (0, T). Alors l'integrale realise le produit scalaire clans cet 
espace et on obtient, grace a la continuite de produit 

00 

w (T) = }; c" h~,1 ) exp A11 T + 
11=1 

oo oo T 

+ }; }; h;,tl b~1) h~) dm J exp ( A11 (T- t)) exp (.Um !) dt. (56) 
n=1 m=l 0 

De l'autre cote la convolution de deux fonctions de L 2 (0, T) est dans U (0, T) [15] 
Denotons par r les A11 qui sont egaux a quelque .Um et par y l'identite de T 

dans {.Um}· 
Theoreme 1. Le systeme couple (6), (7) est demelable, si: 

(i) les systemes composants sont demeiables; 

00 1 00 1 
~-+ ~-<oo· 

LJ IA.n l .L.J IJlm l ' 
(ii) (57) 

n=l m=l 
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(ii i) le systeme (5) est controlable approximativement sur lin { IPn}: 
nET 

lin {tp11}cR(D 1 ) (58) 
nE£ 

on D 1 a ete defini clans (9); 
(iv) la fonction transfer du premier systeme (5) ne s'annule pas sur le spectre 

du second 
T1 (flm) =I= 0 quel que so it m ~ y (r) 

Demonstration. L'integrale clans (56) peut admettre deux formes 

Texp A11 T pour nE r et m= y (n) 

exp )," T- exp flm T 
pour les autres n et m. 

(59) 

(60) 

L'hypothese (ii) nous permet d'utiliser le Lemme 1. En appliquant les formes 
biorthogonales a l'egalite w (T)=O nous trouvons une suite de conditions impli
quees par le Lemme 1 

pour nfj: r, (61) 

h(l) b(l) h(Z) d - 0 pour· 11 E F 
11 n r(11) "/(11)- · ' (62) 

00 b(l) h(l) 

h(2
) d ~ " 11 = 0 pour m rf: y (r), 

m m.:::::...,; ),11 - fl" 
(63) 

n=l 

~ 
h(Z) d ~ h (l ) b(l) 

C h(l) + h(l) b(l) - 11 - 1-11 - h(Z) d k k = 0 pour nE T. 
n 11 n 11 A 1·(n) ;>(n) A f1 . 

mi'Y(II) n - flm k k- 1(11) 

(64) 

k# n 

Pour prouver la demelabilite il faut montrer que ces conditions entrainent 
C11 =0, dm=O quels que soient m et n. 

. 00 b (l) h(l) 

Il est facile de voir que T(flm)= \.' A" n =1=0 par l'hypothese (iv). Tout 
.:::::...,; ~~ -Pm 
n=l 

ht;;) =!=O, car le systeme {H2, S2 (t)} est demelable, done d111 =0 pour mE y (T) (63). 
Les hypotheses (i), (iii) et (62) assurent que d111 = 0 pour tout m. Alors les formules 

(61) et (62) donnent C11 h~
1 ) = 0, que! que soit n. Rappelons encore la supposition 

(i) afin d'obtenir C11 = 0 pour tout n. 

Remarq ue 1. Dans les cas des operateurs H et B bornes la convergence de la 
serie dans (63), qui decrit la fonction de transfer est une consequence de (13). 

Si Het B sont des operateurs d'observation et de controle aux limites, la con
vergence vient du th6oreme de Mercer [17]. En effet les nombres b~l), h~1) sont des 
valeurs des fonctions propres de (5). 

Remarq ue 2. Pour les systemes qui verifient (ii) les conditions (i), (iii) et (iv) 
sont aussi necessaires de la demelabilite de (6) . 
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4. Observabilite finale 

On se pose une question, si la trajectoire observee (56) definit d'une maniere 
continue l'etat final S2 (T) x 2 du processus {H 2 , S2 (t)}. On utilise une estimation 
grossierc: 

Afin de garantir la demelabilite on admet les hypotheses du Theoreme 1 et bien 
entendu, des suppositions sur Jlm pour que S 2 (t) so it un semigroupe fortement continu. 

Comme consequence on a 

Re Jlm-+ - oo. 

Soit c;k un element de (21) et 1\ la distance co:trespondante (22). Nous denotons 
par ak le coefficient correspondant a c;k dans w (t) (formule (56)). Le coefficient ak 
est compris comme une serie de tous les coefficients de c;k, parce que c;k peut se 
repeter infiniment. Il est clair que la distance {)k est egale a 1/l lgk ll ou gk est une forme 
biorthogonale a (21) correspondante a ~k · Alors 

(66) 

Cette formule est valable pour toutes les topologies considerees dans le para
graphe 2. 

Si (k=exp Jlm t pour m rt y (F) on obtient de (56) (comparez (63)): 

1 
ldm l ~ () lh(2)I IT ( )I llwll . 

m m 1 Jlm 
(67) 

De !'autre cote, si m est dans y (r), on a ( comparez avec (62)) 

1 
oU. n = y (m). (68) 

I! en resulte une majoration 

( 
'\:1 exp Re Jlm T . '\:1 exp Re Jl y(n) T 

IISz (T) Xz l l ~ ..::::.,_; J lh(2)I IT ( )I + ..::::.,_; J lh(2) h(l) b(l) l llwll-
nlft y (r) m m 1 Jlm 11 Er y(n) y(n) n n 

(69) 

Il est done clair que le systeme (6) est finalement observable si la serie dans (69) 
converge (voir [1} et [10}). 

Example 2. Retournons au systeme couple de l'exemple 1, et supposons que 
(/. n'est pas rationnel. En ce cas, la formule (69) se simp1ifie en gardant seulement 
la premiere serie. 

Faisons ici une petite deviation et rappelons que !'equation de la chaleur obeit 
a la loi du temps critique ([1}, [2]), c'est a dire qu'il existe un temps positif T0 qui 
divise un domaine d'observabilite finale (T> T0 ) et un domaine sans cette propriete 
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(T<T0 ). Dans l'exemple 1 le temps critique du premier composant M(1) est de· 

pendent du point d'observation v. Est·il possible d'obtenir un temps raccoursi 

apres !'observation du systeme original par l'intermediaire d'un systeme auxi· 

liaire m? 

Dans les situations raisonnables de poit de vue pratique il n'y a pas d'espoir 

d'economiser le temps d'observation. En effet la trajectoire (56) depend de la tra· 

jectoire observee de M d'une fa~.;on continue. 

Il nous reste a nous contenter de deriver facilement la formule 

(70) 

-qui defiilit le temps apres lequel on a l'observabilite finale et de nous preoccuper 

q_ue la presence de Jm et T1 (f.lm) ne change pas le temps critique pour M. 

Exemple 3. On considere toujours l'exemple 1 avec rx rationnel ici. On est 

-clans les hypotheses du Lemme 3 et immitant !'argument de [1] et [2] on peut trou· 

ver la formule de temps critique 

( 
. . log ( l h~) l l T1 (fl.nr) l) . . (2) ( 1 ) ( 1)) 

max -hmmf I I , -hmmf log lhy(n)h" b. I . 
mfjo Y(T) f.lm nEr 

Exemple 4. Un processus de la chaleur admet une solution de la forme 

00 

u (t)= }; C11 h" exp )." t 
n= l 

ou {c.} sont des coefficients de l'etat initial y 0 et h. des coefficients de l'observateur 

{par rapport aux fonctions propres). 
L'energie thermique de u se transforme a l'energie mecanique et en effet u 

·Contr6le une equation de l'onde 

w (x, 0)=w0 (x), 

0::::; t:::;; 1, 

owjot (x, 0)=0, 

ow (0, t)fox=O. 

w (1, t)=u (t), 

On observe les vibrations w (0, t). Le systeme couple avec les etats initiaux 

{y0 , w0 ) n'est pas demelable dans L 2 (0, 1), car un propre choix de w0 peut compenser 

.des effects de chaque u grace a !'expression 

00 

w(O,t) = }; (w0 )"cosnnt+!{l(t) , 
n=l 

ou !f1 represente des effets de u. 

On a done une situation, ou un couplage de deux sysU:mes (observable finale· 

ment et observable initialement) donne un systeme, qui n'est pas demelable (voir [14]). 
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5. ContrOlabilite 

Rappelons des definitions de controlabilite ([3], [6]): nous disons que le systeme 
(19) est approximativement controlable si l'image de C* est dense dans x; x x;. 
Si l'image de C* est tout l'espace le systeme (19) est dit controlable. 

Theoreme 2. Supposons que les systemes composants sont controlables 
approximativement (i *) et que les hypotheses suivantes sont verifiees: 

00 1 CO 1 

2 ~T.T + 2 lflm l <oo, (ii*) 
n=l m=l 

(iii*) la partie 1im {IJJn} du systeme (18) est demelab1e, 
11 ET 

(iv*) r;(flm)*O pour m~ y (r). 
Alors le systeme (19) est approximativement contr61ab1e. 
Demonstration. Le systeme couple est controlable approximativement si 

et seulement si (6) est demelable [6; 18]. 
Le Theoreme 1 donne des conditions suffisantes de demelabilite. Pour les memes 

raisons de dualite (i) equivaut a (i *). 
La fonction transfer du systeme dual, c'est un operateur adjoint a T1 , et les 

valeurs propres nouvelles sont des nombres adjoints aux anciennes. On a done les 
conditions (ii*) et (iv*). Pour etablir !'equivalence de (iii) et (iii*), observons que 

R(C1) ::::>lin {IJJn} c'est le meme que Ker c;nlin {IJJn}*={O}. 
Exemple 5. Considerons le systeme dual de celui de l'exemple 3. On se donne 

une valeur initiale des; ( ·) (19) et on essaie de controler cette valeur a zero en uti
lisant, par exemple les controles de L 2

• Par l'intermediaire des resultats de dualite 
[3, 6] la formule (71) donne le temps critique de controlabilite a l'origine. 
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Rec;u Avril 1975 

Sterowalnosc i obserwowalnosc szeregowych pOll!czen ukladow 

Rozwa:i:ono zachowanie si~ sieregowego pol<'!czenia dwu (nieskoitczenie wymiarowych) ulda
d(>w sterowania zale:i:nie od wlasnosci. poszczeg6lnych· uldad6w i ich wzajemnych powiqzan. 

Badane uklady mo:i:na opisac za pomocq szereg6w wykladniczych. Dlatego adaptacja i uog6l
nienie pewnych wynik6w z aproksymacji Mi.intza-Szasza umo:i:liwia danie odpowiedzi na posta
wione pytania. 

YnpasJuieMOCl'L o ua6Jiro,rt:aeMoCTL nocJie,rt:oBaTeJILHLIX 
COC.rt:DHCHHH · CliCTeM 

PaccMaTpHBaeTCll: noBe,ll,eHHe nocne,ll,oBaTeJibHoro coeromeHHH ,ll,Byx (6ecKoHe'!HoMepHbiX) 
CHCTeM ynpaBJieH:IDI B 3aBHCHMOCTH OT CBOMCTB OT,ll,e.JlbHbiX CRCTeM H HX B3aHMOCBll:3ei1:. JICCJie

)JYeMbie CHCTeMbi MO)KHO OITHCaTb B BH,ll,e ITOKa3aTeJibHbiX pll:,ll,OB. Enaro,ll,apll 3TOMY a,ll,anTa~ 
H 0606!IIeHHe HeKOTOpblX pe3yJibTaTOB TeOpHH annpOKCHMaL(HH ll03BOJilleT llOJIY'ffiTb pemeHHe 
nocTaHOBJieHHoil 3a,ll,aqn. 


