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Le gel naturel ou artificiel fait gonfler les sols. Ces gonflements sont 
dus a d'importants mouvements d'eau. Sur le front de gel (isotherme ooq 
qui separe les parties gelee et non gelees, il apparait une forte depression: la sue
cion cryogenique. C'est elle qui engendre les mouvements d'eau qui affectent 
les comportements thermique et mecanique des sols. Nous avons montre que 
cette succion pouvait etre decrite par les methodes usuelles de la mecanique 
des milieux continus [2], [3]. De la meme fa~on les mouvements des sols 
provoques par le froid naturel ou artificiel sont explicables par la mecanique 
des milieux continus. 

Pour ce faire on batit un modele en ayant pour souci de ne retenir que 
les traits essentiels tout en conservant les possibilites d'interaction entre les 
phenomenes thermique et mecanique. 

Respectant ce souhait de simplicite, le modele que nous construisons 
couple les aspects thermique, hydraulique et mecanique. 

Ses points principaux sont: 
- !'existence d'eau liquide dans la partie gelee; 
- la variation de la masse volumique de l'eau lors de son changemertt 

de phase; 
- la deformabilite du sol, sUppose dans l'exemple retenu, elastique lorsqu'il 

est non gele et viscoplastique de Norton-Hoff lorsqu'il est gele. 
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2. Modele. Les lois de conservation 

On suppose que le sol est un milieu poreux occupant un domaine 
Q de R2 ou R3

. 

2.1. Notations 

L'ecriture des lois de conservation et de comportement exige de nom
breuses notations. Beaucoup sont traditionnelles nous les rappelons cependant. 
Les indices superieurs e, g, s se rapportent a l'eau liquide (e = eau), l'eau / 
solide (g = glace) et le squelette (s = squelette). Certaines des quantites 
dependront de la temperature e. On note 

e la temperature, ... 
h la charge hydraulique 
p la pression, 
g l'acceleratiop de la pesanteur, 
z la cote verticale, 
Q la masse volumique, 
y' la masse volumique dejaugee, 
g le vecteur courant de chaleur, 
C capacite calorifique, 
A. la conductivite thermique, 
l la chaleur latente specifique de fusion de la glace, 
t: la porosite, 

0 la vitese des points materiels, 
v la teneur volumique en eau liquide, 

m la mobilite de !'eau, 
e l'energie specifique, 

N une normale a une surface, 
(J les contraintes, 
s le deviateur de (J, 

(J' les contraintes effectives, 
X le deplacement, 
e les petites deformations, 

A l'operateur de l'elasticite, 
X, ji Jes parametres de Lame de l'elasticite, 

<P le pseudo-potentiel de dissipation, 
p, k parametres de viscoplasticite pour tl>. 

2.2. Conservation de la masse d'eau liquide et d'eau solide 

On etablit experimentalement qui'il existe de l'eau liquide dans la partie 
gelee [1], [9]; plus precisement la concentration volumique d'eau liqulde v 
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dans le melange eau liquide-glace ne depend pour un sol donne que 
de la temperature e (figure 1). La fonction e--+ V (()) est une fonction 
croissante de e ayant une discontinuite a ooc oil une grande partie de l'eau 
change de phase. 

Dans le bilan massique, on ne retient que les termes dus a la diffusion 
de l'eau liquide qui sont d'un ordre de grandeur superieur a ceux dus aux 
mouvements de la glace et du sol: 

a ~ Tt {evQe+e (1 - v) Q9 } + div (evQe u e) = 0, 

en dehors du front de gel 

[evQe +e (1- v) Q9] W· N- [evQe [je] = 0, 

sur le front de gel; W represente la vitesse du front auquel N est une 
normale unitaire. La notation [d] represente la discontinuite de la quantite 
d sur le front. 

2.3. Conservation de l'energie du squelette et de l'eau 

On neglige dans ce bilan, la chaleur transportee par convection du squelette . 
et de la glace devant la chaleur transportee par conduction et par diffusion 
de !'eau. Ce dernier terme. est particuW:rement important sur le front de gel. 
On neglige aussi la puissance des efforts interieilrs. 
L'equation de conservation est alors 

+ div (evQe ee [je)+div [(1 - e) Q5 e5 us] +div q = 0 (1) 

hors du front de gel, 

[evQe ee+e (1-v) Q9 e9 + (1 - e) Q5 e5
] W· N-

- [evQe ee [je] · N + [(j] · N = 0, (2) 

sur le front de gel. 

2.4. Conservation de la quantite de mouvement du squelette et de l'eau 

On neglige les efforts d'inertie qui sont certainement tres faibles et l'on 
utilise la description des efforts interieurs retenue par la mecanique des sols. 
Les efforts interieurs a sont la somme des contraintes effectives a' dans 
le squelette et de la pression de l'eau (a' = a' - pi). Dans la partie gelee ies 
contraintes effectives sont celles qui regnent dans le squelette et la glace. 
Le melange squelette glace est considere comme un corps homogene dont 
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la vitesse est i]s = U9. Les proprietes mecaniques de ce sol sont les pro
prietes du sol gele qui sont accessibles a !'experience. 

Suivant la mecanique des sols, les equations d'equilibre sont: 

diva+ {(1- a) Q5 +evQe+a (1- v) Q9 } g = 0 

ou 

diva' - grad h+ {(av- 1)e Qe +(1-a) Q8 +e(1 - v) Q9 } g = 0. 

La relation precedente est !'equation classique de la mecanique des sols. 
Comme il est classique, les effets hydrauliques influent sur la mecanique par 
l'intermediaire de la charge h. Il apparaftra un peu plus loin que celle-ci est 
gouvernee par les phenomenes thermiques, puisque la teneur en eau v et la 
porosite dependent de 8. C'est ce couplage qui est essentiel et permet 
de quantifier les faits experimentaux decrits dans !'introduction. 

La charge hydraulique est continue sur le front de gel puisque la pressioh 
l'est. Les efforts a' sont done aussi continus sur le front de geL 

3. Lois de Comportement 

3.1. Energie interne 

On a deja signale que la teneur volumique en eau liquide v dependait 
de la temperature (figure 1). On etablit aussi experimentalement que la poro~ 
site e depend de la temperature e pour des chargements mecaniques raison~ 

nables. La fonction ()--+ a (8) est decroissante. 

-i1 (9) 

9 

Fig. 1. La teneur en eau liquide v (9) 

On retienf les lois les plus simples pour les energies internes du squelette 
et de l'eau: 

es = cs e 
e9 = C(}, 

. ee = C8 + l 
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et lorsque la temperature est nulle l'energie du melange eau-glace comprise 
entre v- (0) l et I et vaut vi oil v est compris entre v- (0) et 1. 

Finalement l'energie de l'eau est representee sur la figure (2). 

e 

Fig. 2. L'bnergie specifique de l'eau 

REMARC!UE. Il peut etre raisonnable de supposer que la capacite calorifique 
de l'eau depend de la temper<iture. Pour ecrire les equations nous la supposons 
constante. Cela ne change en rien les conclusions. 

3.2. Loi de Darcy 

Elle relie la Vitesse de l'eau liquide par rapport au sol a la charge 
hydraulique h = p-cze gz, 

.... - m ue_ us= --grad h 
ev 

dit m est la mobilite de l'eau dans le sol qui est une fonction m (e) de la 
temperature. La mobillte est beau~oup plus faible aux temperatures negatives 
qu'aux temperatures positives. Cette grande difference contribue a amplifier 
la succi on crydgenique. La vitesse f;e- 0• est discontinue sur le front de gel 
dti fait de la discontinuite de grad h et de la fonction e--+ m (e). Elle 
a l1allure de la figure (3). 

m2ts tn (8) 

10-11 

10-13 

-'0, 5 0 

Fig. 3-. La mobilite de !'eau m (8) 

e 
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3.3. Loi de Fourier 

On adopte cette loi simple pour la conductivite thermique q = - A grad e. · 
La conductivite thermique ,1. (e) fonction de la temperature est celle du sol 

humide. Suivant l'habitude on ne distingue pas les flux thermiques conduits 
par l'eau liquide, la glace ou le squelette. 

3.4. Loi de comportement mecanique 

Le comportement mecanique d'un sol gele differe de celui du meme sol 
degele. La loi de comportement depend done de la temperature. 

Un sol gele flue [5], [6], [8] et on sait que son comportement visqueux 
est celui d'un materiau de Norton-Hoff [ 4]. Un sol degele est plutot elastique 
au moins en premiere approximation et sous charge moderee. Nous retenons 
ici le comportement elastique. Les applications que nous avons en vue 
correspondent a des sols peu charges comme des sols traverses par des 
gazoducs. On fait l'hypothese des petites perturbations pour ecrire toutes 
les equations mecaniques. 

ou 

On a alors: 

- ~ -xs est le deplacement du sol, (X = us) 

e (Xs) = ( eij (Xs) = ~ (XL+ Xj)) les petites deformations, 

A8 l'operateur elastique, 
<f>8 le pseudo-potentiel de dissipation. 

On peut supposer par exemple le sol homo gene et isotrope: 

A8 (e) = X (e) tr el+2ji (e) e 

ou X (e) et ji (e) sont les parametres de Lame de l'elasticite. 
Les fonctions e--+ X (e) et ji (e) sont croissantes avec e. On peut even

tuellement les prendre nulles pour e negatif, ce qui privilegie le fluage 
du sol. ' 

On peut encore prendre: 

<f>8 (e) = P ~e) [II G<B> (e)Jii<e>, 

<1>8 est le pseudo potentiel de dissipation de Norton-Hoff. L'exposant p (8) 
est plus grand que 1. La fonction IIa<e> (e) est positivement homogene 
de degre 1 (rr (ae) = lal II (e)). C'est la fonction d'appui d'un ensemble convexe 
G (0) qui depend de la temperature. 

Donnons deux exemples: 
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3.4.1. Materiau de Norton-Hoff classique compressible 

L'ensemble convexe G (8) est defini par 

G (8) = {r lrii = Tii; Tii 'ii~ 2k2 (8)}, 

IJG(Ol (e) = Sup {eii rii lr EG (8)} = J2k 2 eii eii. 

La fonction 1>8 est alors derivable et la loi de comportement est: 

rrii = ). (8) ekk (X)+2,u (8) eii (X) + 

+ 2k2 (8) { j2e (8) eii (X) eii (X)}P"- 1 

2 
eii (X? . 

J2k (8) eii (X) eii (X) 
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Cest une loi de comportement visqueuse non lineaire de type Kelvin [7]. 
Le coefficient k (8) est decroissant avec la temperature pour augmenter 
la viscosite de la partie gelee conformement a !'experience. Il peut eventuel
lement etre nul pour 8 positif. 

3.4.2. Materiau de Norton-Ho.ff classique incompressible 

Le materiau est incompressible, on prend: 

G (8) = {rlrii = - p6ii+sii; sii = 0; sii sii ~ 2k2
}. 

On trouve alors 

IJG(e)(e)= +oo sieii#O, 

IJG(e) = j2k2 eii eii si eii = 0 . 

Un calcul montre alors que la loi de comportement est celle du §3.4.1 
en rempla~ant rrii par son deviateur sii· On ajoute bien sur la condition 
d'incompressibilite 

div k = 0 ou encore div X = 0. 

Les experiences semblent en accord avec un comportement de Norton-Hoff 
compressible ou incompressible. Accepter la compressibilit.e paralt mieux 
adapte aux buts que nous visons, c'est-a-dire le comportement a long terme 
(plusieurs annees). Les effets elastiques disparaissent pratiquement apres une 
journee [8]. L'incompressibilite parait incompatible avec le souhait de mode
liser le gonflement des sols. 

4. Les equations 

, . On regroupe les equations de conservation et les lois de comportement. 
L'equation de conservation de la masse et la loi de Darcy donnent: 
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:t {e v~( +e (1- v) e"} - Qe div (m grad h) = 0, 

[evge+ e (1 - v) g9] W·N +Qe [m grad h] N = 0 . 

(3) 

(4) 

Conformement a nos hypotheses on a neglige les termes dus aux mouve
ments du squelette et de la glace. 

L'equation de conservation de l'energie peut etre simplifiee a l'aide de 
!'equation de conservation de la masse de l'eau (1) et celle de la masse 
du squelette qui s'ecrit: 

a -at {(1-e) Qs} + div {1 - e) Qs us = 0 . (5) 

En multi pliant (3) par C8 et (5) par CS 8 et en ajoutant a (1) on obtient 

a8 a 
{e (vge+(1 - v) g9) c +(1-e) Qs cs} -at+ l at {8(1 - v) g9} -

-div (A. grad 8)+evge ue grad C8+(1- e) Qs us · grad CS 8 = 0 . 

. Conformement a nos hypotheses on neglige les deux derniers termes 
devant les autres (ils peuvent etre consideres comme des termes de convec
tion). 

De la meme fac;on !'equation de conservation de l'energie sur le front 

peut se simplifier a l'aide de !'equation de conservation de la masse: 

[ evge + e ( 1 - v) g9] W · N + [ge m grad h] · N = 0 

pour donner 

-lg9 [e(1 - v)] W·N + [A.grad8]·N = 0 . 

On_ ret~.e~t finalement comme equations: 
energie 

_ a8 a } 
C (8) Tt+l 8t {e (1 - v) g9 - div (A. grad 8) = 0 (6) 

avec C(8) = e(vge+(1 - v)g9)C+(1 - e)gscs qui est la capacite calorifique 
du sol humide, 

'· 

-lg9 [ e (1 - v)] W · N + [A. grad 8] · N = 0; (7) 
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masse 

J_ {svee+e (1- v) Q9 } - div (mQe grad h) = 0, at 
[evQe+e (1 - v) Q9] W· N +Qe [m grad h] N = 0; 

quantite de mouvement 

div a' - grad h + {(1 - e) Q8 + e (1 - v) Q9 - (1 - sv) Qe} g = 0, 

- 8cJ>6 7 

a'= A6 (e (X))+a;- (e (X)), 

qui donne 

. ( ( - ) 8cJ>6 ( 7 )~ _ d1v A6 e(X) +a;- e(X),) - gradh + y'g = O 

en notant 
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(8) 

(9) 

(10) 

la masse volumique dejaugee. On ajoute eventuellement la condition d'incom
pressibilite. 

Les equations (6) a (10) lient les trois quantites e (x, t), h (x, t) et X (x, t) 
fonctions du point x et du temps t. On les complete par les conditions 
initiales 

X (x, 0) = 0 

e (x, 0) =eo (x) 

(11) 

(12) 

et par les conditions aux limites associees aux equation's (6), (8) et (10); 
par exemple pour la structure representee sur la figure (4). 

La base inferieure F 1 est immobile et choisie comme origine des charges 
hydrauliques (c'est un puits ou une source inepuisable d'eau). La temperature 
y est connue et positive: 

(13) 

Sur les bords rz les deplacements sont nuls. Ces deux bords sont adiabatiques 
et impermeables: 

(14) 

La base superieure est impermeable (il ne sort pas d'eau) et n'est pas chargee. 
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Fig. 4. La structure, le maillage et les axes de coordonnees 

Sa temperature est positive : 

Sur la surface de la canalisation impermeable les contraintes sont egales 
a la pression du gaz, la temperature decroft progressivement pour devenir 
negative. 

La modele est forme des equations (6) a (15) avec les conditions a la limite 
sur la canalisation. Ses donnees sont les caracteristiques thermique, hydrau
lique et mecanique des materiaux ainsi que les actions exterieures. Il permet 
de calculer la temperature f) (x, t), la charge hydraulique h (x, t) et les 
deplacements X (x , t) en tout point X du domaine Q et a tout instant t. 

Plus precisement les donnees sont les fonctions v (fJ), ~> (fJ), A. (fJ), m (fJ), X (fJ), 
Ji (fJ), k (fJ), p (fJ), C (fJ) et les constantes physiques r.l, rl, Q5

, l, CS. 
Certains traits du modele doivent etre soulignes. La temperature peut 

s'obtenir independamment de h et X par une equation de type Stefan (6). 
Ensuite la charge. hydraulique est une fonction de f) et enfin X depend 
de f) et h. Cette structure correspond bien a !'experience: la temperature 
est le parametre le plus important dans la congeiation des sols. Par ordre 
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d'importance, les mouvements d'eau viennent ensuite et, pour terminer, 
les effets mecaniques. Cette disposition est encore bien verifiee par les calculs : 
les programmes thermiques donnent en general une excellente description 
de !'evolution de la temperature. C'est la necessite de connaitre les efforts 
interieurs dans les sols qui conduit a l'examen du modele precedent. Bien 
qu'il soit base sur des hypotheses assez contraignantes il est assez complique. 
I1 lie des variables qui sont en general independantes dans beaucoup d'autres 
problemes- d'ingenierie ou il est habitue! d'utiliser des modeles ou des 
theories previsionnelles. Les phenomenes decrits sont aussi inusuels: · il est 
rare que des actions thermiques provoquent des mouvements auss1 notables 
que ceux qui sont observes lors la congeiation des sols. 

5. U n exemple 

Nous considerons la structure representee sur la figure (3). Le tube enterre 
est progressivement refroidi par le gaz qu'il transporte et il congele le sol. 
Les conditions a la limite sont decrites dans le paragraphe precedent. La tern-

0.117£01 • 

o. • 
o. • 

baee 

Fig. 5. lsothermes dans le sol apres 48 H 
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Fig. 6. Coupes verticales de temperature suivant des absclsses horizontali!S diff!!reptes 

0.177EOI .MOO!l 

o. 

c 
a: 
"' w 
1-· 

"' < 
J: 

Q, MOl! I) 

Fig. 7. Vitesses de !'eau dans le sol. On note que l'eau est aspir~e vers le tube froid 
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Fig. 8. Coupes verticales de charge hydraulique suivant des abscisses horizontales differentes. 
On note la forte succion cryogenique sur le front de gel 

peratur¥ du tube est fixee a - 2°C ((} 2 = - 2°C). Le comportement mecanique 
est celui du paragraphe 3.4.2 (contraintes planes et materiau incompressible). 
Les valeurs numeriques des donnees soot celles habituellement retenues pour 
up sol gelif. 

La figure (5) represente les isothermes dans le sol apres 48 heures. 
La fig\{re (6) montre les coupes verticales de la temperature suivant des 
droites d'abscisses differentes. Pour des raisons de symetrie et de clarte seule 
fa moitie de la structure est representee dans les figures suivantes. 

Sur la figure 7 nous montrons la vitesse de l'eau dans le sol. L'eau 
d~ns la zone degelee se dirige vers le tube, et dans la zone gelee vers les 
zones les plus froides. 

La figure 8 represente les coupes de charge hydrauliques suivant differentes 
abscisses. On note la forte depression de l'eau au voisinage du front de gel 
et pans la zone gelee: c'est la succion cryogenique. 

Sur la figure 9, nous voyons les deplacements du sol dus aux mouvements 
d'eau, on remarque que le sol gonfle au-dessus du tuyau, ce qui est bien 
ce que l'on observe dans une . telle situation. Les ordres de grandeur des 
ponflements calcules et mesures soot les memes. 

5 - Control and Cybernetics 
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101 

depLacements au temps t = 0.480E02 hr 

Fig. 9. Deplacements du sol. On note le gonflement uniquement du aux eiTets hydrauliques 
engendres par le refroidissement 
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0 nabrzmiewaniu zamrozonych gruntow 

Naturalne lub sztuczne zamra:i:anie powoduje nabrzmiewanie grunt6w. Na froncie zmarzliny 
wyst~;puje silna depresja spowodowana ssaniem kriogennym. Ten efekt wywoluje ruch wody 
w glebie, co wilj:i:e sic:: z procesami cieplnymi i mechanicznymi. Przy u:i:yciu metod mechaniki 
osrodk6w · cil!glych zostaje skonstruowany model takich proces6w. Przeprowadza sic:: analiz~; 
wyst~;pujljcych sprz~;:i:en mi~;dzy zjawiskami cieplnymi i mechanicznymi. Przedstawione zostajll 
wyniki przeprowadzonych eksperyment6w numerycznych. 

0 nyquue 33MOpOiKeHHLIX rpyHTOB 

ECTeCTBeHHoe H HCCKYCTBeHHoe 3aMapalKHBaHHe Bhi3biBaer rryqHHY rpyHTOB. Ha <jlpoHTe 
Mep3JIOTbl Bb!CTyrraeT CHJibHal! )leiipeCCHll Bbi3BaHitall KpHOreHHb!M COCaHHeM. Pe3yJibTaTOM 
:noro l!BJil!eTCll )lBHlKeHHe BO)lbl B rpyHTe, qro CBl!3aHO C TeiTJIOBb!MH H MeXaHHqecKHMH 
IIpOI!eCCaMH. lfCIIOJib3Yll MeTO)lbl MeXaHHKH Herrpepb!BHb!X cpen BBO)lHTCll MaTeMaTnqecKyiO 
MO)leJib TaKHX IIpOI!eCCOB. 11pOBO)lHTCll aHaJIH3 cymecTBYlOII!HX COIIpl!lKeHHH MelKJlY TeiiJIOBb!MH 
H MexaHnqecKHMH l!BJieHHl!MH. ITpencraBJieHbi pe3yJihTaTbi qncneHHhiX 3KcrrepHMeHTOB. 




